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1.4 Уравнение диффузии

В качестве примера использованию метода функции Грина для уравнения в частных производных,
рассмотрю задачу диффузии. Случайные блуждания, распространение частицы в вязкой среде,
распространение тепла в средах или движение электрона в металле с примесями может быть
описано с помощью уравнения диффузии.

𝜕𝑡𝜓 = 𝐷∆𝜓.

Пусть известно распределение плотности в начальный момент времени 𝜓|𝑡=0 = 𝜓(0)(r). Найду
закон эволюции 𝜓(𝑡, r). Рассмотрю задачу в пространстве произвольной размерности 𝑑. Фурье–
преобразование 𝜓 по координате r приводит к уравнению
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где Функция Грина задачи диффузии
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Задача сведена к вычислению свёртки с произвольным начальным условием.

Упражнение 1.8. Решить задачу диффузии на полупрямой с отражающей стенкой при 𝑥 = 0.

𝜕𝑡Ψ = 𝐷𝜕2𝑥Ψ, Ψ|𝑡=0 = 𝑒−𝑥
2/2𝑎2 , 𝜕𝑥Ψ|𝑥=0 = 0, 𝑥 ∈ R+, 𝑡 > 0.

Диффузия в квадрате В случае когда не имеется трансляционной инвариантности по коорди-
нате, можно получить решение в виде ряда по собственным функциям. Пусть, например, частица
живёт в квадрате [0, 𝐿𝑥] × [0, 𝐿𝑦] с поглощающими стенками. Тогда функцию плотности можно
разложить по базису
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Для фурье–компонент уравнение записывается как
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В итоге, решение собирается в ряд
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Можно видеть, что асимптотика при 𝑡≫ 𝐷/𝐿2 определяется членом 𝑛𝑥 = 𝑛𝑦 = 1.
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