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Задание №9 «Функции Эрмита»

Задача 9.1. Вычислить интеграл

𝐼𝑛 =

ˆ ∞

−∞
𝑒−(𝑥−𝑦)2𝐻𝑛(𝑥)𝑑𝑥, 𝑛 ∈ N0.

Задача 9.2. Найти асимптотическое поведение функций Эрмита 𝐻𝜈(𝑥), 𝑥→ ±∞, 𝜈 ∈ R.

𝐻𝜈(𝜉) =
Γ(𝜈 + 1)

2𝜋𝑖

(0)ˆ

−∞

𝑑𝑡

𝑡𝜈+1
𝑒2𝜉𝑡−𝑡2 .

Задача 9.3 (*). Выразить через полиномы Лежандра 𝑃𝑛 значение интеграла

𝐼𝑛(𝑦) =

ˆ ∞

−∞
𝑥𝑛𝑒−𝑥2

𝐻𝑛(𝑥𝑦)𝑑𝑥.

Задача 9.4 (*). Выразить через полиномы Лаггера

𝐿𝑛(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[︀
𝑒−𝑥𝑥𝑛

]︀
=

1

2𝜋𝑖

‰
(0)

𝑑𝑡

𝑡𝑛+1
(1 + 𝑡)𝑛𝑒−𝑥𝑡

среднее оператора 𝑒𝛼�̂� по 𝑛–ому состоянию гармонического осциллятора.

𝐼𝑛(𝛼) = ⟨𝑛| 𝑒𝛼�̂� |𝑛⟩ =

ˆ ∞

−∞
𝑒𝛼𝑥|𝜓osc

𝑛 (𝑥)|2𝑑𝑥, 𝜓osc
𝑛 (𝑥) =

𝑒−𝑥2/2𝐻𝑛(𝑥)√︀
2𝑛𝑛!

√
𝜋
.

Задача 9.5 (*). Вычислить матрицу плотности гармонического осциллятора в координатном пред-
ставлении (в качестве единицы энергии выбрана ~𝜔, единицы длины — 𝑥0 ≡

√︀
~/𝑚𝜔)

𝜌(𝑥′, 𝑥) = ⟨𝑥′| 𝑒
−𝛽�̂�

𝑍
|𝑥⟩ =

1

𝑍

∞∑︁
𝑛=0

𝜓osc
𝑛 (𝑥′)𝜓osc

𝑛 (𝑥)𝑒−𝛽(𝑛+ 1
2
), 𝜓osc

𝑛 (𝑥) =
𝑒−𝑥2/2𝐻𝑛(𝑥)√︀

2𝑛𝑛!
√
𝜋
.

Здесь 𝑍 =
(︀
2 sh 𝛽

2

)︀−1
— статистическая сумма, обеспечивающие условие нормировки tr 𝜌 = 1.

Задача 9.6 (*). Найти уровни энергии гармонического осциллятора в ящике размера 𝑊 , если
расстояние между центром ящика и минимумом потенциала равно 𝑦.[︂

−1

2

𝑑2

𝑑𝑥2
+
𝑥2

2
−

(︂
𝜈 +

1

2

)︂]︂
𝜓(𝑥) = 0, 𝜓 (𝑊/2 + 𝑦) = 𝜓 (−𝑊/2 + 𝑦) = 0.

∙ Напишите уравнение на уровни 𝜈𝑛(𝑦) используя функции Эрмита 𝐻𝜈 .

∙ Покажите, что 𝜈𝑛(𝑦 = 0) ≈ 𝑛 и найдите поправку для 𝑦 ≪ 1 ≪ 𝑊 .

∙ Покажите, что 𝜈𝑛(𝑦 = ±𝑊/2) = 2𝑛+ 1 и найдите наклон 𝑣 = 𝜕𝜈/𝜕𝑦|𝑦=±𝑊/2 в пределе 𝑊 ≫ 1.
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