
Задание №2 «Асимптотические разложения»

Задача 2.1 (*). Найти зависимость количества бозе–частиц 𝑁(𝜇) − 𝑁(0) от химического потен-
циала

𝑁(𝜇) =

ˆ ∞

0

√
𝜀𝑑𝜀

exp (𝜀+ 𝜇)− 1
, 𝜇 → +0.

Т.е. найти первый нетривиальный член разложения 𝑁(𝜇)−𝑁(0) = #
√
𝜇+𝒪(𝜇), 𝜇 → +0.

Замечание. Значение 𝑁(0), которое вам не понадобится, выражается через 𝜁–функцию Римана.
Соответствующая формула может быть найдена в [1, §58].

Задача 2.2 (*). Вычислить следующий интеграл с точностью до 𝒪
(︀
𝜀2
)︀

при 𝜀 → +0.

𝑆(𝜀) =

ˆ √
1−𝜀

0

√︀
(1− 𝑥2)2 − 𝜀2.

Т.е. найти числа в разложении 𝑆(𝜀) = #1 +#2𝜀
2 ln (#3𝜀) +𝒪

(︀
𝜀2
)︀
, 𝜀 → +0.

Замечание. Указанный интеграл определяет расщепление энергетических уровней в симметрич-
ном двухъямном потенциале в квазиклассическом приближении. [2, §50]

Следующая задача призвана объяснить, зачем нужно оптимальное суммирование асимптотиче-
ских рядов и когда уместно сохранять экспоненциально малые поправки.

Задача 2.3 (*). При помощи повторного интегрирования по частям постройте асимптотический
ряд для интеграла

𝐼(𝑘) =

ˆ 𝜋

0

cos 𝑘𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 ∼

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin𝜋𝑘

𝑘2𝑛−1
+

𝑏𝑛 cos 𝜋𝑘

𝑘2𝑛
, 𝑘 → +∞.

Проделав те же операции после преобразования, покажите, что столь же законно написать

𝐼(𝑘) =
𝜋

2
𝑒−𝑘 −

ˆ ∞

𝜋

cos 𝑘𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 ∼ 𝜋

2
𝑒−𝑘 +

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin 𝜋𝑘

𝑘2𝑛−1
+

𝑏𝑛 cos𝜋𝑘

𝑘2𝑛
, 𝑘 → +∞.

В каждом из двух случаев, оцените ошибку оптимально просуммированного ряда и ответьте, за-
конно ли сохранять экспоненциально малую поправку в разложении 𝐼(𝑘).
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